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Introduión
La noión de oanillo fue introduida por M. E. Sweedler en [17℄ on el objeto de formular y
demostrar un predual al Teorema de Jaobson-Bourbaki para extensiones de anillos de di-
visión. Un argumento fundamental en [17℄ es el siguiente: dados E ⊆ A anillos de división,
ada oideal J del Aoanillo A ⊗E A da lugar a un oanillo oiente C = A ⊗E A/J . Si
g ∈ C denota el elemento omo de grupo 1⊗E 1+ J , entones D = {a ∈ A : ag = ga} es
un anillo de división intermedio E ⊆ D ⊆ A. Además, se tiene el homomorsmo anónio
de Aoanillos ζ : A⊗DA→ C que lleva 1⊗D1 en g. Resulta de [17, 2.2 Fundamental Lem-
ma℄ que ζ es un isomorsmo de Aoanillos, lo ual es, a la postre, básio para estableer
la orrespondenia entre oideales de A ⊗E A y extensiones intermedias E ⊆ D ⊆ A [17,
Fundamental Theorem℄. El itado Lema Fundamental de Sweedler puede reemplazarse por
el heho de que el oanillo A⊗D A resulta ser simple osemisimple [12, Theorem 4.4℄, [11,
Theorem 3.2, Theorem 4.3℄, [6, 28.21℄ o, alternativamente, que A es, omo Comódulo, un
generador simple de la ategoría de Comódulos por la dereha. Vemos, por tanto, que lo
que hay detrás de [17, 2.1 Fundamental Theorem℄ puede expresarse en términos ategóri-
os. De heho, esta idea se ha explotado reientemente para estableer una generalizaión
de la teoría de Sweedler para anillos simples artinianos [8℄. En este trabajo mostramos que
la idea de obtener un isomorsmo de oanillos a partir de propiedades ategórias puede
formularse en último término mediante omónadas.
Cada elemento omo de grupo g de un oanillo C sobre un anillo unitario A, da
lugar [4℄ a un homomorsmo anónio de Aoanillos canA : A ⊗B A → C, que lleva
1⊗B 1 en g, donde B es el subanillo de los elementos goinvariantes de A, y A⊗B A es el
∗
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oanillo anónio de Sweedler [17℄. El elemento omo de grupo g proporiona también
un par de funtores adjuntos entre la ategoría ModB de los Bmódulos por la dereha y
la ategoría ComodC de Comódulos por la dereha [4℄. El adjunto por la izquierda está
denido aquí omo un produto tensor − ⊗B A : ModB → ComodC, usando la estrutura
de Comódulo por la dereha que dene g sobre A. El adjunto por la dereha puede
ser interpretado omo el funtor HomC(A,−) : ComodC → ModB. T. Brzezi«ski demuestra
[4, Theorem 5.6℄ que, para C plano omo Amódulo por la izquierda, esta adjunión es
una equivalenia de ategorías si, y sólo si, C es de Galois (i.e., canA es un isomorsmo)
y A es un Bmódulo por la izquierda elmente plano. La apliaión anónia canA puede
ser interpretada omo un homomorsmo de omónadas de la siguiente manera: El A
oanillo C da lugar a una omónada sobre ModA onstruida sobre el funtor − ⊗A C [6,
18.28℄. Por otra parte, la adjunión asoiada a la extensión de anillos B ⊆ A determina
[1, Setion 3.1℄ otra omónada sobre ModA. De esta manera, la apliaión anónia canA
da lugar al homomorsmo de omónadas − ⊗A canA : − ⊗A A ⊗B A → − ⊗A C. Si
(C, g) es un oanillo de Galois, estas omónadas son isomorfas y ourre que el funtor
− ⊗B A : ModB → ComodC es, salvo isomorsmos naturales, el funtor de omparaión de
Eilenberg-Moore [1, Setion 3.2℄. Por tanto, una de las impliaiones de [4, Theorem 5.6℄
puede obtenerse omo una onseuenia del Teorema de Bek [1, Setion 3.3℄. Este no
paree ser el aso de la impliaión reíproa. Conretamente, el heho de que el funtor
−⊗BA : ModB → ComodC sea una equivalenia implique que la apliaión anónia sea un
isomorsmo exige un argumento independiente, que reposa sobre ierta relaión existente
entre la apliaión anónia canA y la ounidad de la adjunión entre los funtores −⊗B A
y HomC(A,−). De heho, para que C sea de Galois, basta on que la ounidad de diha
adjunión sea un isomorsmo [6, 18.26℄, [11, Lemma 3.1℄, apareiendo la ondiión de ser
Galois omo parte de una araterizaión del aráter el y pleno del funtor HomC(A,−)
[6, 18.27℄, [7, Theorem 3.8℄, [11, Remark 3.7℄. De heho, los itados resultados están
demostrados en el ámbito más general de los oanillos de omatries, introduidos en [11℄,
y en los que el papel del elemento omo de grupo g lo juega un Comódulo por la
dereha Σ que es nitamente generado y proyetivo omo Amódulo, y B = End(ΣC). La
generalizaión de [4, Theorem 5.6℄ en este ámbito fue demostrada en [11, Theorem 3.2℄.
Nuestro objetivo en este artíulo es investigar qué aspetos de estos resultados admiten
una formulaión en términos puramente de omónadas, lo que esperamos nos permita en
futuras situaiones onretas onentrar nuestra atenión en lo espeío de ada una de
ellas, al tener resueltos aspetos relevantes generales.
Partiremos de una omónada G sobre una ategoría A, y de un funtor L : B → A on
un adjunto por la dereha R : A → B. Parametrizaremos de manera biunívoa los funtores
K : B → AG que se fatorizan a través de L mediante los homomorsmos de omónadas
ϕ : LR → G (Teorema 1.2). Usaremos la notaión Kϕ para designar esta dependenia.
Seguidamente, veremos bajo qué ondiiones uno de tales funtores Kϕ : B → AG tiene un
adjunto por la dereha Dϕ : AG → B (Proposiión 2.1). Demostraremos que Dϕ es el
y pleno si y sólo si ϕ es un isomorsmo y L preserva iertos igualadores (Teorema 2.5)
y onluiremos nuestros resultados generales araterizando uándo Kϕ proporiona una
equivalenia entre las ategorías B y AG (Teorema 2.6). Obviamente, los funtores ara-
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terizados así son, a fortiori, omonádios o tripeables pero, a diferenia del planteamiento
del Teorema de Bek, aquí la omónada G está dada de antemano, y ada funtor Kϕ o-
rresponde a una representaión de G. La situaión tratada por el Teorema de Bek es
aquella en que ϕ es la identidad, esto es, G = LR es la omónada asoiada a la adjunión.
Una situaión que motiva nuestro punto de vista viene dada por una estrutura en-
trelazante entre un álgebra y una oálgebra, y un módulo entrelazado [5℄. Entones la
omónada G viene dada por el oanillo asoiado a la estrutura entrelazante [4, Setion 2℄,
y el funtor Kϕ está denido por un módulo entralazado, que no es sino un omódulo sobre
el menionado oanillo. Una uestión natural es estudiar la relaión entre la ategoría
de módulos entrelazados y la de módulos sobre el subanillo de oinvariantes del módulo
entrelazado y, en partiular, si ambas ategorías son equivalentes.
Apliaremos nuestros teoremas generales al aso de oanillos sobre anillos rmes, lo que
ilustrará ómo los resultados sobre omónadas de las seiones 1 y 2 simplian signiati-
vamente el tratamiento de algunos aspetos relevantes de los oanillos de omatries y los
omódulos de Galois estudiados en [11℄, [13℄.
Nota importante: En esta versión revisada, debemos deir que buena parte de los resul-
tados de las seiones 1 y 2 son onoidos para los espeialistas en Teoría de Categorías.
De heho, B. Mesablishvili nos ha informado gentilmente de este heho, proporionándonos
en partiular las referenias [9℄ y [2℄. Hemos inluido las orrespondientes atribuiones de
los resultados, aunque no se puede desartar que más enuniados de las seiones 1 y 2
trabajo resulten, al menos, familiares para los menionados espeialistas. Esperamos, no
obstante, que nuestros enuniados y pruebas elementales pudieran ser de alguna utilidad
a aquellos letores on onoimientos no espeializados en Categorías y Funtores, al haer
más aesible para ellos, omo así ha sido para el autor de estas notas, un enlae entre los
oanillos de Galois y la bien desarrollada teoría general de omónadas.
1 Funtores on valores en oálgebras y homomorsmos
de omónadas
Sea (G,∆, ε) una omónada (o otriple) sobre una ategoría A, esto es, un funtor G : A →
A junto on dos transformaiones naturales ∆ : G → G2 y ε : G → idA tales que los
diagramas
G
∆ //
∆

G2
G∆

G2 ∆G
// G3
G G2
εGoo Gε // G
G
AAAAAAAA
∆
OO }}}}}}}}
son onmutativos [1, Chapter 3℄. Seguiremos en lo posible [1℄, entendiendo automátiamen-
te ada armaión sobre mónadas (triples) en su versión para omónadas. Supongamos
un funtor L : B → A que tiene un adjunto por la dereha R : A → B. Entones, si
η : idB → RL es la unidad de la adjunión, y ǫ : LR → idA es su ounidad, se tiene
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denida [1, Proposition 3.1.2℄ la omónada (LR, δ, ǫ) sobre A, donde δ = LηR. Reorde-
mos la ategoría AG de las Goálgebras [1, Setion 3.1℄, uyos objetos son pares (X, x)
onsistentes en un objeto X de A y un morsmo x : X → GX tales que
Gx ◦ x = ∆X ◦ x, εX ◦ x = idX
Dadas Goálgebras (X, x), (X ′, x′), los homomorsmos f : X → X ′ en A tales que Gf ◦
x = x′ ◦ f onstituyen el onjunto de homomorsmos HomAG(X,X
′) en AG de (X, x) a
(X ′, x′).
Denotemos por U : AG → A el funtor que olvida. Consideraremos aquellos funtores
K : B → AG tales que el diagrama
B
K //
L   B
BB
BB
BB
B AG
U

A
(1)
es onmutativo. Estamos interesados partiularmente en el aso en que K proporiona una
equivalenia de ategorías entre B y AG. Comenzaremos estableiendo una orrespondenia
biunívoa entre los funtores K que haen onmutar el diagrama (1) y los homomorsmos de
omónadas ϕ : LR→ G. Esta orrespondenia es onseuenia de la siguiente Proposiión
1.1 que, por otra parte, establee algunos hehos ténios fundamentales para abordar la
araterizaión de las equivalenias de ategorías K que haen onmutar (1). Reordemos
[1, Setion 3.6℄ que un homomorsmo de omónadas de LR a G es una transformaión
natural ϕ : LR → G tal que ∆ϕ = ϕ2δ y εϕ = ǫ. La orrespondenia biunívoa entre los
objetos desritos en las armaiones (A) y (C) de la Proposiión 1.1 puede deduirse de
[9, Proposition II.1.4℄.
Proposiión 1.1. Existe una orrespondenia biunívoa entre
(A) Morsmos de omónadas de (LR,LηR, ǫ) a (G,∆, ε),
(B) Transformaiones naturales R
α // RG tales que los siguientes diagramas onmutan
R
α //
α

RG
R∆

RG
αG // RG2
R
α //
CC
CC
CC
CC
RG
Rε

R
(2)
y
(C) Transformaiones naturales L
β // GL tales que los siguientes diagramas onmutan
L
β //
β

GL
∆L

GL
Gβ // G2L
L
β //
BB
BB
BB
BB
GL
εL

L
(3)
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Demostraión. Comenzamos demostrando la orrespondenia biunívoa entre las transfor-
maiones naturales desritas en (A) y (B). Si partimos de un morsmo de omónadas
ϕ : LR→ G, entones podemos denir la transformaión natural
R
α
55
ηR // RLR
Rϕ // RG (4)
Para omprobar que onmuta el primer diagrama en (2), onsideremos un objeto X de A
y alulamos
R∆X ◦ αX = R∆X ◦RϕX ◦ ηRX
= Rϕ2X ◦RLηRX ◦ ηRX (ϕ es de omónadas)
= RϕGX ◦RLRϕX ◦RLηRX ◦ ηRX (ϕ
2
X = ϕGX ◦ LRϕX)
= RϕGX ◦RLRϕX ◦ ηRLRX ◦ ηRX (η es natural)
= RϕGX ◦ ηRGX ◦RϕX ◦ ηRX (η es natural)
= αGX ◦ αX
Para el segundo diagrama en (2), tenemos
RεX ◦ αX = RεX ◦RϕX ◦ ηRX
= RǫX ◦ ηRX (ϕ es de omónadas)
= idRX (por adjunión)
En sentido inverso, partiendo de una transformaión natural α : R → RG que verique
(2), denimos la transformaión natural
LR
Lα //
ϕ
66LRG
ǫG // G (5)
Para demostrar que ϕ, denida en (5), es un homomorsmo de omónadas, neesitaremos
utilizar que, para ada objeto X de A, se tienen las igualdades
ϕ2X = ǫG2X ◦ LαGX ◦ LRǫGX ◦ LRLαX (6)
y
ϕ2X = GǫGX ◦GLαX ◦ ǫGLRX ◦ LαRLX ,
por deniión de ϕ. Realizamos el siguiente álulo:
ϕ2X ◦ LηRX = ǫG2X ◦ LαGX ◦ LRǫGX ◦ LRLαX ◦ LηRX (por (6))
= ǫG2X ◦ LαGX ◦ LRǫGX ◦ LηRGX ◦ LαX (η es natural)
= ǫG2X ◦ LαGX ◦ LαX (RǫGX ◦ ηRGX = idRGX)
= ǫG2X ◦ LR∆X ◦ LαX (αGX ◦ αX = R∆X ◦ αX)
= ∆X ◦ ǫGX ◦ LαX (ǫ es natural)
= ∆X ◦ ϕX
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Para omprobar la segunda ondiión que dene un homomorsmo de omónadas, tenemos
εX ◦ ϕX = εX ◦ ǫGX ◦ LαX
= ǫX ◦ LRεX ◦ LαX (ǫ es natural)
= ǫX (RεX ◦ αX = idRX)
Bien, partamos ahora de un homomorsmo de omónadas ϕ : LR→ G y onstruyamos la
transformaión natural α : R→ RG de auerdo on (4). Consideremos ahora el homomor-
smo de omónadas, digamos ϕ′, denido, a partir de tal α, en (5), y veamos que oinide
on el morsmo original ϕ. Para ello, alulemos, para un objeto X de A,
ϕ′X = ǫGX ◦ LαX
= ǫGX ◦ LRϕX ◦ LηRX
= ϕX ◦ ǫLRX ◦ LηRX (ǫ es natural)
= ϕX
Por último hemos de ver que, partiendo de una transformaión natural α : R → RG que
satisfaga (2) y onstruyendo suesivamente el morsmo de omónadas ϕ según (5), y la
nueva transformaión natural, digamos α′, de auerdo on (4), volvemos a obtener el α
original. Esto se sigue del siguiente álulo, para X un objeto de A:
α′X = RϕX ◦ ηRX
= RǫGX ◦RLαX ◦ ηRX (η es natural)
= RǫGX ◦ ηRGX ◦ αX
= αX
Abordemos ahora la demostraión de que hay una orrespondenia biunívoa entre las
transformaiones desritas en (A) y las desritas en (C). Así, si partimos de un homomor-
smo de omónadas ϕ : LR→ G, denimos la transformaión natural
L
β
55
Lη // LRL
ϕL // GL (7)
y omprobemos que veria que los diagramas (3) onmutan. Tomamos, pues, un objeto
Y de B y alulamos
∆LY ◦ βY = ∆LY ◦ ϕLY ◦ LηY
= ϕ2LY ◦ LηRLY ◦ LηY (ϕ es de omónadas)
= GϕLX ◦ ϕLRLY ◦ LηRLY ◦ LηY (ϕ
2
LY = GϕLX ◦ ϕLRLY )
= GϕLY ◦ ϕRLRY ◦ LRLηY ◦ LηY (η es natural)
= GϕLY ◦GLηY ◦ ϕLY ◦ LηY (ϕ es natural)
= GβY ◦ βY
Para omprobar que es segundo diagrama de (3) onmuta, haemos el siguiente álulo:
εLY ◦ βY = εLY ϕLY ◦ LηY
= ǫLY ◦ LηY (ϕ es de omónadas
= idLY (por adjunión)
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Reíproamente, a ada transformaión natural β : L → GL que haga onmutar los
diagramas (3), le asignamos la transformaión natural ϕ denida por
LR
βR //
ϕ
66GLR
Gǫ // G (8)
que vamos a omprobar seguidamente es un homomorsmo de omónadas. Para la primera
ondiión requerida para ser un homomorsmo de omónadas alulamos, para un objeto
X de A:
ϕ2X ◦ LηRX = GϕX ◦ ϕLRX ◦ LηRX
= G2ǫX ◦GβRX ◦GǫLRX ◦ βRLRX ◦ LηRX
= G2ǫX ◦GβRX ◦GǫLRX ◦GLηRX ◦ βRX (β es natural)
= G2ǫX ◦GβRX ◦ βRX (ǫLRX ◦ LηRX = idLRX)
= G2ǫX ◦∆LRX ◦ βRX (por (3))
= ∆X ◦GǫX ◦ βRX (∆ es natural)
= ∆X ◦ ϕX
Una omprobaión de la segunda ondiión para ser homomorsmo de omónadas es la
siguiente:
εX ◦ ϕX = εX ◦GǫX ◦ βRX
= ǫX ◦ εLRX ◦ βRX (ε es natural)
= ǫX (por (3))
Veamos por último que estas orrespondenias son mutuamente inversas. Así pues, partien-
do de un homomorsmo de omónadas ϕ : LR→ G, y siendo β la transformaión natural
denida en (7), tenemos, para X un objeto de A, y ϕ′ el homomorsmo de omónadas
denido a partir de β según (8):
ϕ′X = GǫX ◦ βRX
= GǫX ◦ ϕLRX ◦ LηRX
= ϕX ◦ LRǫX ◦ LηRX (ϕ es natural)
= ϕX (RǫX ◦ ηRX = idRX)
Y partiendo de una transformaión natural β : L → GL sujeta a las ondiiones (3),
tenemos denido un homomorsmo de omónadas ϕ según (8), que permite denir, de
auerdo on (7), una transformaión natural β ′. Tenemos, para ada objeto Y de B:
β ′Y = ϕLY ◦ LηY
= GǫLY ◦ βRLY ◦ LηY
= βY ◦ ǫLY ◦ LηY (β es natural)
= βY
Esto onluye la prueba.
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Conviene que nos dotemos de una terminología ómoda para referirnos a la situaión
desrita por la Proposiión 1.1. Así, si el dato de partida es un homomorsmo de omónadas
ϕ : LR → G, entones nos referiremos a las transformaiones naturales α : R → RG
y β : L → GL omo la representaión o-induida (resp. representaión induida) de
ϕ. En su onjunto, hablaremos de las representaiones de ϕ. Cuando partamos de una
transformaión natural α sujeta a las ondiiones (2), o de una transformaión natural β
sujeta a (3), entones el homomorsmo de omónadas orrespondiente ϕ : LR → G se
llamará transformaión anónia asoiada a α (resp. β).
Dado un homomorsmo de omónadas ϕ : LR → G es útil esribir las euaiones que
lo ligan on sus representaiones asoiadas α : R → RG y β : L → GL. Conretamente,
de la demostraión de la Proposiión 1.1, deduimos que
α = Rϕ ◦ ηR ϕ = ǫG ◦ Lα
β = ϕL ◦ Lη ϕ = Gǫ ◦ βR
(9)
Pasamos a deduir de la Proposiión 1.1 el resultado fundamental de esta seión, que
puede también obtenerse de [9, Theorem II.1.1℄. Por otra parte, B. Mesablishvili nos ha
omuniado que el Teorema 1.2 puede deduirse de ierta meta-adjunión, desrita en [2,
pág. 11℄, y para uya prueba remite el mismo Bek a [10℄, entre iertas meta-ategorías
adeuadas, de una parte Adj(A), uyos objetos son adjuniones, y de otra Trip(A)op, uyos
objetos son mónadas (o triples), siempre on los morsmos adeuados.
Teorema 1.2. Dada una omónada G sobre A y un funtor L : B → A, si L tiene
un adjunto por la dereha R : A → B, entones existe una orrespondenia biyetiva
entre funtores K : B → AG que haen onmutar (1) y homomorsmos de omónadas
ϕ : LR→ G.
Demostraión. Dado que, según la Proposiión 1.1, existe una orrespondenia biunívoa
entre homomorsmos de omónadas ϕ : LR→ G y transformaiones naturales β : L→ GL
que hagan onmutar (3), basta on que demostremos que estas últimas están en orrespon-
denia biunívoa on los funtores K : B → AG tales que UK = L. Esta orrespondenia
va omo sigue: dada β : L → GL, denimos KY = (LY, βY ) para ada objeto Y de
B, y Kf = Lf para ada morsmo f en B. Los diagramas (3) muestran entones que
(LY, βY ) es una Goálgebra y la naturalidad de β implia que Lf es un homomorsmo de
Goálgebras. Reíproamente, dado el funtor K : B → AG denimos, para ada objeto
Y de B, βY : LY → GLY omo el homomorsmo estrutura de la Goálgebra KY . Es
fáil omprobar que esta asignaión dene una transformaión natural β : L → GL que
hae onmutar (3).
El Teorema 1.2 puede ser onsiderado omo una generalizaión de [1, Theorem 3.3℄.
Corolario 1.3. [1, Theorem 3.3℄ Sean H y G omónadas sobre una ategoría A. Existe
una orrespondenia biunívoa entre homomorsmos de omónadas ϕ : H → G y funtores
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K : AH → AG que haen onmutar el diagrama
AH
K //
UH !!B
BB
BB
BB
B
AG
UG~~||
||
||
||
A
donde UH y UG son los funtores que olvidan.
Demostraión. El funtor UH tiene un adjunto por la dereha FH tal que la omónada
asoiada es H [1, Seión 3.2℄. El orolario se sigue ahora del Teorema 1.2 tomando
B = AH y L = UH .
2 Adjuniones y equivalenias
Partimos de una omónada (G,∆, ε) sobre una ategoría A, y L : B → A un funtor.
Supondremos, además, que L tiene un adjunto por la dereha R : A → B. De auerdo on
el Teorema 1.2, los funtores K : B → AG tales que UK = L, para U : AG → A el funtor
que olvida, están en orrespondenia biunívoa on los homomorsmos de omónadas ϕ :
LR→ G. Haremos patente esta dependenia esribiendoKϕ para el funtor orrespondiente
a ϕ. Explíitamente, el funtor Kϕ está denido omo
Kϕ : B // AG (Y 7→ (LY, ϕLY ◦ LηY )),
sobre objetos, y omo L sobre homomorsmos. Tendremos presentes la Proposiión 1.1 y
las euaiones (9) que relaionan ϕ on sus representaiones α : R→ RG y β : L→ GL.
Comenzamos estudiando uándo Kϕ tiene un adjunto por la dereha. La siguiente
proposiión es un aso partiular de [9, Theorem A.1℄. Damos una prueba elemental en
nuestro aso.
Proposiión 2.1. Supongamos que para ada Goálgebra (X, x) existe en B el igualador
del par de morsmos αX , Rx : RX → RGX. Entones el funtor Kϕ : B → AG tiene un
adjunto por la dereha Dϕ : AG → B, uyo valor en (X, x) es el igualador
DϕX
eqX // RX
αX //
Rx
// RGX (10)
Demostraión. Dados objetos X de A e Y de B, denotemos por Φ : HomA(LY,X) →
HomB(Y,RX) el isomorsmo de adjunión, que, en términos de la ounidad η, viene de-
nido por Φ(h) = Rh ◦ ηY para h : LY → X . Consideremos el siguiente diagrama
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onmutativo de apliaiones entre onjuntos:
HomAG(KϕY,X)
Φ //______

HomB(Y,DϕX)

HomA(LY,X)
Φ //
x◦−

G(−)◦βX

HomB(Y,RX)
HomB(Y,Rx)

HomB(Y,αX)

HomA(LY,GX)
Φ // HomB(Y,RGX),
(11)
donde la eha disontinua no está aún denida. Comprobemos que el uadrado inferior
onmuta serialmente, en el sentido de [1, page 112℄: partiendo de h : LY → X , tenemos
[Φ ◦ (x ◦ −)] (h) = Φ(x ◦ h)
= Rx ◦Rh ◦ ηY
= HomB(Y,Rx)(Rh ◦ ηY )
= [HomB(Y,Rx) ◦ Φ] (h)
Por otra parte,
[Φ ◦ (G(−) ◦ βY )] (h) = Φ(Gh ◦ βY )
= RGh ◦RβY ◦ ηY
= RGh ◦RϕLY ◦RLηY ◦ ηY (βY = ϕLY ◦ LηY )
= RGh ◦RϕLY ◦ ηRLY ◦ ηY (η es natural)
= RϕX ◦RLRh ◦ ηRLY ◦ ηY (ϕ es natural)
= RϕX ◦ ηRX ◦Rh ◦ ηY (η es natural)
= αX ◦Rh ◦ ηY
= HomB(Y, αX)(Rh ◦ ηY )
= [HomB(Y, αX) ◦ Φ] (h).
Ahora bien, los dos lados vertiales son igualadores, el de la izquierda por deniión de
homomorsmo de Goálgebras, y el de la dereha, por la propiedad universal del igualador
(10). Por tanto, el isomorsmo natural Φ : HomA(LY,X) → HomB(Y,RX) indue, por
restriión, un isomorsmo natural Φ : HomAG(KϕY,X)→ HomB(Y,DϕX).
Observaión 2.2. Si tomamos en el diagrama (11) X = KϕY , para un objeto Y de B,
dado que idKϕY es un homomorsmo de Goálgebras, deduimos que ηY = Φ(idKϕY ) se
fatoriza a través de DϕY , de manera que la unidad de la adjunión Kϕ ⊣ Dϕ, denotada
por η̂, viene determinada unívoamente en Y por la propiedad universal de un igualador,
según el siguiente diagrama:
DϕKϕY // RLY
αLY //
RβY
// RGLY
Y
η̂Y
eeK
K
K
K
K
ηY
OO (12)
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Para haer explíita la ounidad ǫ̂ en un objeto (X, x) de AG, apliamos el funtor Kϕ al
igualador (10) y obtenemos el diagrama
KϕDϕX
LeqX //
ǫ̂X
((Q
QQ
QQ
QQ
Q
LRX
LαX //
LRx
//
ǫX

LRGX
X,
(13)
es deir, ǫ̂X = ǫX ◦ LeqX .
Nuestro próximo objetivo es demostrar que Dϕ es un funtor pleno y el si, y sólo si, ϕ
es in isomorsmo de mónadas y el funtor L preserva los igualadores (10). Trabajaremos
primero para una Goálgebra X , y luego argumentaremos globalmente. Supongamos que
existe en A el igualador
EX
eq′X // LRX
LαX //
LRx
// LRGX (14)
Consideramos el siguiente diagrama en A:
LRGX
ϕGX

LRX
LαX
99ssssssssss
LRx
99ssssssssss
ϕX

ǫX

KϕDϕX
ΨX //
LeqX
33hhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhh
ǫ̂X

EX
eq′X
;;wwwwwwwww
νX






 G
2X
GX
∆X
99ssssssssss
Gx
99ssssssssss
(1)
X X
x
::vvvvvvvvv
(2)
(15)
En este diagrama, Ψ está determinada por LeqX en virtud de la propiedad universal del
igualador (14). Para denir νX , neesitamos omprobar que el uadrado (1) onmuta
serialmente. Pero eso es una onseuenia senilla de la naturalidad de ϕ y del heho de
ser un homomorsmo de omónadas. De esta manera, νX está determinado por ϕX ◦ eq
′
Y
por la propiedad universal del igualador anóniamente asoiado a la oálgebra (X, x) (ver
[1, Proposition 3.3.4℄). Comprobemos ahora que el uadrado (2) es onmutativo, esto es,
que
ǫ̂X = νX ◦ΨX (16)
Es suiente on omprobar que la igualdad (16) es ierta tras omponer on el monomor-
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smo x. Realizamos seguidamente diho álulo:
x ◦ ǫ̂X = x ◦ ǫX ◦ LeqX
= ǫGX ◦ LRx ◦ LeqX (ǫ es natural)
= ǫGX ◦ LRαX ◦ LeqX (eqX iguala (Rx, αX))
= ǫGX ◦ LRϕX ◦ LηRX ◦ LeqX
= ϕX ◦ ǫLRX ◦ LηRX ◦ LeqX (ǫ es natural)
= ϕX ◦ LeqX
= ϕX ◦ eq
′
X ◦ΨX
= x ◦ νX ◦ΨX
Lema 2.3. Supongamos que ϕX es un monomorsmo. En el diagrama (15), ǫ̂X es un
isomorsmo si, y sólo si, ΨX y νX son isomorsmos.
Demostraión. Vamos a demostrar que si ǫ̂X es un isomorsmo, entones
KϕDϕX
LeqX // LRX
LαX //
LRx
// LGRX
es un igualador. Esto implia que ΨX es entones un isomorsmo, de donde el lema se sigue
fáilmente. Sea, por tanto, f : Y → LRY un homomorsmo enA tal que LRx◦f = LαX◦f .
Existe un únio f̂ : Y → EX tal que eq′X ◦ f̂ = f . Denimos
f˜ = ǫ̂ −1X ◦ νX ◦ f̂ : Y −→ KϕDϕX
Entones
ϕX ◦ LeqX ◦ f˜ = ϕX ◦ LeqX ◦ ǫ̂
−1
X ◦ νX ◦ f̂
= ϕX ◦ eq
′
X ◦ΨX ◦ ǫ̂
−1
X ◦ νX ◦ f̂
= x ◦ νX ◦ΨX ◦ ǫ̂
−1
X ◦ νX ◦ f̂
= x ◦ νX ◦ f̂ (por (16))
= ϕX ◦ eq
′
X ◦ f̂
= ϕX ◦ f
Como ϕX es un monomorsmo, deduimos que LeqX ◦ f˜ = f . Supongamos ahora que
g : Y → KϕDϕX es tal que LeqX ◦ g = f . Basta on demostrar que ǫ̂X ◦ g = νX ◦ f̂ . Dado
que x es un monomorsmo, es suiente on que omprobemos que x ◦ ǫ̂X ◦ g = x ◦ νX ◦ f̂ :
x ◦ ǫ̂X ◦ g = x ◦ νX ◦ΨX ◦ g (por (16))
= ϕX ◦ eq
′
X ◦ΨX ◦ g
= ϕX ◦ LeqX ◦ g
= ϕX ◦ f
= ϕX ◦ eq
′
X ◦ f̂
= x ◦ νX ◦ f̂
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Observaión 2.4. Obviamente, el Lema 2.3 puede re-enuniarse diiendo que, bajo la
hipótesis de ser ϕX un monomorsmo, ǫ̂X es un isomorsmo si, y sólo si, L preserva el
igualador (10), y νX es un isomorsmo.
Reordemos que un funtor adjunto por la dereha es el y pleno si y sólo si la ounidad
es un isomorsmo [3, Proposition 3.4.1℄
Teorema 2.5. Sea L : B → A un funtor on un adjunto por la dereha R : A → B, y
G : A → A ualquier omónada. Consideremos un funtor Kϕ : B → AG que hae onmutar
(1) on homomorsmo de omónadas orrespondiente ϕ : LR → G, y sean α : R → RG,
β : L → GL sus representaiones. Supongamos que ada Goálgebra (X, x), existe en
B el igualador de αX , Rx. Entones el funtor adjunto por la izquierda Dϕ : AG → B al
funtor Kϕ es el y pleno si, y sólo si, L preserva los igualadores de la forma (10) y ϕ es
un isomorsmo de omónadas.
Demostraión. Sea X ualquier objeto de A. Un senillo álulo muestra que
RX
αX // RGX
RεX
ii
αGX //
R∆X
// RG2X
RGεX
ee (17)
es un igualador ontratible en el sentido de [1, Setion 3.3℄. En efeto,
RεX ◦ αX = idRX (por (2)),
RGεX ◦R∆X = idRGX (por (2)),
RGεX ◦ αGX = αX ◦RεX (α es natural).
El igualador (17) muestra que eqGX = αX y DϕGX = RX. De aquí, apliando el funtor L
a (17), y en vista de (13), obtenemos que ǫ̂GX = ǫGX ◦LαX = ϕX . Por tanto, si Dϕ es el y
pleno, entones ǫ̂GX = ϕX es un isomorsmo para toda Goálgebra (X, x). Del Lema 2.3
deduimos también que L preserva el igualador (10). El reíproo es onseuenia direta
del Lema 2.3 y la euaión (16).
Un isomorsmo de omónadas ϕ : LR → G indue [1, Theorem 3.3℄ una equivalenia
de ategorías ALR ∼= AG. Combinando este heho on el Teorema 2.5 y el Teorema de
Bek [1, Theorem 3.10℄, podemos obtener el Teorema 2.6. Preferimos, si el letor nos lo
permite, inluir una demostraión explíita.
Teorema 2.6. Sea L : B → A un funtor on un adjunto por la dereha R : A → B, y
G : A → A ualquier omónada. Consideremos un funtor Kϕ : B → AG que hae onmutar
(1) on homomorsmo de omónadas orrespondiente ϕ : LR → G, y sean α : R → RG,
β : L → GL sus representaiones. Supongamos que ada Goálgebra (X, x), existe en B
el igualador de αX , Rx. Entones el funtor Kϕ es una equivalenia de ategorías entre B
y AG si, y sólo si, L preserva los igualadores de la forma (10), reeja isomorsmos, y ϕ
es un isomorsmo de omónadas.
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Demostraión. Observemos primero que para ada objeto Y de B, la unidad η̂Y de la
adjunión Kϕ ⊣ Dϕ demostrada en la Proposiión 2.1 viene dada, según la Observaión
2.2, omo el igualador en la la horizontal del diagrama
RLRLY
RϕLY
&&MM
MM
MM
MM
MM
M
DϕKϕY // RLY
αLY //
RβY
//
ηRLY
99ssssssssss RLηY
99ssssssssss
RGLY
Y
η̂Y
ccHHHHHHHHH ηY
<<zzzzzzzzz
(18)
Si apliamos el funtor L al diagrama onmutativo (18) obtenemos el diagrama
LRLRLY
LRϕLY
''OO
OOO
OOO
OOO
O
ǫLRLY

LDϕKϕY // LRLY
ǫLY

LαLY //
LRβY
//
LηRLY
88qqqqqqqqqqq LRLηY
88qqqqqqqqqqq
LRGLY
LY
Lη̂Y
eeKKKKKKKKK LηY
::vvvvvvvvv
(19)
también onmutativo. Aquí, los morsmos ǫLRLY y ǫLY haen que la diagonal sea un
igualador ontratible. Si Kϕ es una equivalenia de ategorías, entones su adjunto por
la dereha Dϕ es obviamente el y pleno y, en virtud del Teorema 2.5, ϕ es un isomorsmo
natural y L preserva los igualadores de la forma (10). Puesto que el funtor que olvida
UG : AG → A reeja isomorsmos [1, Proposition 3.3.1℄, deduimos de L = UG ◦ Kϕ
que L reeja isomorsmos. Reíproamente, si ϕ es un isomorsmo natural y L preserva
los igualadores (10) y reeja isomorsmos, entones, por el Teorema 2.5, la ounidad de
la adjunión Kϕ ⊣ Dϕ es un isomorsmo. Del diagrama (19) deduimos que Lη̂Y es un
isomorsmo y, omo L reeja isomorsmos, η̂Y ha de ser un isomorsmo, on lo que hemos
demostrado que la unidad de la adjunión Kϕ ⊣ Dϕ es también un isomorsmo natural.
Por tanto, Kϕ es una equivalenia de ategorías.
3 Coanillos sobre anillos rmes
Sea A un anillo, del que no suponemos posea un uno. Por ModA denotamos la ategoría de
todos los Amódulos por la dereha. Podemos también onsiderar módulos por la izquierda
o bimódulos. El produto tensor sobre A se denotará mediante −⊗A−. Un Amódulo por
la dereha M se dirá rme [16℄ si el homomorsmo multipliaión ̟+M : M ⊗A A→ M
es biyetivo. Su inverso se denotará por d+M : M → M ⊗A A. Los módulos rmes por
la izquierda se denen análogamente, on notaiones ̟−M y d
−
M para el homomorsmo
multipliaión y su inverso, respetivamente. Obviamente, ̟+A = ̟
−
A , on lo que, en
aso de ser este homomorsmomultipliaión biyetivo, se tiene d+A = d
−
A. Diremos entones
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que A es un anillo rme. Si A es rme, entones la subategoría plena ModA de ModA
uyos objetos son todos los módulos rmes una ategoría abeliana [16, (4.6)℄, [14, Corollary
1.3℄, [15, Proposition 2.7℄, aunque en general los igualadores no neesariamente se alulan
en grupos abelianos, debido esenialmente a la falta de exatitud del funtor −⊗A A.
Supongamos que A es un anillo rme. Un Aoanillo [17℄ es un Abimódulo C dotado
de dos homomorsmos de Abimódulos ∆C : C → C ⊗A C, y εC : C → A que verian las
siguientes euaiones:
(C⊗A ∆C) ◦∆C = (∆C⊗A C) ◦∆C (20)
(εC⊗A C) ◦∆C = d
−
A, (C⊗A εC) ◦∆C = d
+
A (21)
En (20) hemos onsiderado el isomorsmo natural C⊗A (C⊗AC) ∼= (C⊗AC)⊗AC omo una
igualdad, denotando el valor omún omo C⊗A C⊗A C. Un álulo direto, usando (20)
y (21) demuestra que ada Aoanillo (C,∆C, εC) determina una omónada sobre ModA
denida por el funtor
−⊗A C : ModA //ModA
y las transformaiones naturales
−⊗A C
−⊗A∆C // −⊗A C⊗A C
−⊗A C
−⊗AεC // −⊗A A ∼= id
La ategoría de oálgebras para esta omónada no es sino la ategoría ComodC de los
Comódulos por la dereha.
Supongamos ahora dado un segundo anillo rme B, y un B − Abimódulo Σ rme.
Argumentando omo en [13℄, tenemos un par de funtores adjuntos
ModB
−⊗BΣ //
ModA,
HomA(Σ,−)⊗BB
oo −⊗B Σ ⊣ HomA(Σ,−)⊗B B (22)
Será útil haer explíitas la unidad y ounidad de la adjunión (22). Para ello, dado y ∈ Y
para Y un Bmódulo por la dereha rme, utilizaremos la notaión d+Y (y) = y
b ⊗B b ∈
Y ⊗B B (suma sobreentendida). Por supuesto, este elemento del produto tensor está
determinado por la ondiión ybb = y. La ounidad de la adjunión es
ηY : Y // HomA(Σ, Y ⊗B Σ)⊗B B, ηY (y) = (y
b ⊗B −)⊗B b, (23)
y la ounidad
ǫX : HomA(Σ, X)⊗B B ⊗B Σ // X, ǫX(f ⊗B b⊗B u) = f(bu) . (24)
Tenemos entones la omónada asoiada
(HomA(Σ,−)⊗B B ⊗B Σ, ηHomA(Σ,−)⊗BB ⊗B Σ, ǫ)
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Supongamos ahora dada una estrutura de B − Cbiomódulo sobre Σ, esto es, un homo-
morsmo de B − Abimódulos ̺Σ : Σ→ Σ⊗A C que veria
(̺Σ ⊗A C) ◦ ̺Σ = (Σ⊗A ∆C) ◦ ̺Σ, (Σ⊗A εC) ◦ ̺Σ = d
+
Σ (25)
Se sigue fáilmente de (25) que la transformaión natural
β : −⊗B Σ
−⊗B̺Σ // −⊗B Σ⊗A C (26)
satisfae las ondiiones de la armaión (C) de la Proposiión 1.1 y, en virtud de di-
ho Teorema, da lugar a un homomorsmo anónio de omónadas can denido omo la
omposiión
HomA(Σ,−)⊗B B ⊗B Σ
HomA(Σ,−)⊗BB⊗B̺Σ//
can
,,YYYYY
YYYYYY
YYYYY
YYYYYY
YYYYY
YYYYY
HomA(Σ,−)⊗B B ⊗B Σ⊗A C
ǫ⊗AC

−⊗A C,
o, si usamos una notaión de Heynemann-Sweedler abreviada, tenemos, para ada B
módulo por la dereha X :
HomA(Σ, X)⊗B B ⊗B Σ
canX // X ⊗A C
f ⊗B b⊗B u
 // f(bu[0])⊗A u[1]
donde ̺Σ(u) = u[0] ⊗A u[1] (suma sobreentendida).
Podemos ahora apliar la Proposiión 2.1 y el Teorema 2.5 para obtener
Teorema 3.1. El funtor −⊗B Σ : ModB → ComodC tiene un adjunto por la dereha
HomC(Σ,−)⊗B B : ComodC //ModB
Este funtor es el y pleno si, y sólo si, can es un isomorsmo natural y −⊗B Σ : ModB →
ModA preserva el igualador
HomC(Σ, X)⊗B B // HomA(Σ, X)⊗B B
αX //
HomA(Σ,̺X)⊗BB
// HomA(Σ, X ⊗A C)⊗B B
(27)
para ada Comódulo por la dereha (X, ̺X), donde αX(f ⊗B b) = [(f ⊗A C) ◦ ̺Σ] ⊗B b
para f ⊗B b ∈ HomA(Σ, X)⊗B B.
Demostraión. Basta on omprobar que, en la presente situaión, αX , tal omo aparee
denido en general en (9), está dado en la manera que arma el enuniado, y que −⊗B B
es exato por la izquierda puesto que es adjunto por la dereha del funtor inlusión J :
ModB → ModB.
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El Teorema 2.6 tiene la siguiente onseuenia:
Teorema 3.2. Sea Σ un B − Cbiomódulo. El funtor −⊗B Σ : ModB → ComodC es una
equivalenia de ategorías si, y sólo si, − ⊗B Σ : ModB → ModA preserva los igualadores
de la forma (27), reeja isomorsmos y la transformaión anónia can es un isomorsmo
natural.
Vamos ahora a deduir algunos de los resultados fundamentales de [13℄. Esribamos
Σ∗ = HomA(Σ, A), y supongamos que A es un anillo on unidad. El Bbimódulo Σ ⊗A
Σ∗ tiene una estrutura de Banillo (sin uno, en general), on multipliaión asoiativa
denida por
µ(x⊗Aφ⊗By⊗Aψ) = xφ(y)⊗Aψ = x⊗Aφ(y)ψ, (x⊗Aφ⊗By⊗Aψ ∈ Σ⊗AΣ
∗⊗BΣ⊗AΣ
∗)
La situaión tratada en [13℄ parte de un homomorsmo de anillos ι : B → Σ⊗A Σ
∗
, lo que
permite demostrar que existe un isomorsmo natural
HomA(Σ,−)⊗B B ≃ −⊗A Σ
∗ ⊗B B (h⊗B b 7→ h(ec)⊗A e
∗
c ⊗B b
c) (28)
Aquí, estamos usando la notaión ι(b) = eb ⊗B e
∗
b para b ∈ B (suma sobreentendida). De
(28) deduimos, usando la notaión Σ† = Σ∗ ⊗B B, una adjunión
ModB
−⊗BΣ //
ModA,
−⊗AΣ
†
oo −⊗B Σ ⊣ − ⊗A Σ
†
(29)
uya ounidad es
ǫM :M ⊗A Σ
† ⊗B Σ //M (m⊗A φ⊗B b⊗B x 7→ mφ(bx)), (30)
y uya unidad es
ηN : N // N ⊗B Σ⊗A Σ
† (n 7→ nb ⊗B ec ⊗A e
∗
c ⊗B b
c)
A partir del par adjunto (29) tenemos la omónada sobre ModA
(−⊗A Σ
† ⊗B Σ, η−⊗AΣ† ⊗B Σ, ǫ) (31)
Evaluando en A, obtenemos el Aoanillo A⊗A Σ
† ⊗B Σ ∼= Σ
† ⊗B Σ on omultipliaión
∆† = ηA⊗AΣ† ⊗B Σ y ounidad ǫA. Explíitamente,
∆†(φ⊗B b⊗B u) = φ⊗B c⊗B ed ⊗A e
∗
d ⊗R (b
c)d ⊗B u
ǫA(φ⊗B b⊗B u) = φ(bu)
Además, la omónada (31) está determinada por el oanillo de omatries (Σ†⊗BΣ,∆
†, ǫA),
ya que el funtor subyaente a la omónada es un produto tensor sobre A.
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Si volvemos ahora al aso en que (Σ, ̺Σ) es un B − Cbiomódulo, tenemos que la
transformaión natural (26) da lugar, en virtud de la Proposiión 1.1 a un homomorsmo
de omónadas can
†
denido (ver (9)) en (X, ̺X) por
can
†
X = (X ⊗A ǫA ⊗A C) ◦ (X ⊗A Σ
† ⊗B ̺Σ)
Obviamente,
can
†
X = X ⊗A can
†
A (32)
donde can
†
A es la apliaión
can
†
A : Σ
† ⊗B Σ // C, φ⊗B b⊗B u 7→ φ(bu[0])u[1] (33)
que es un homomorsmo de Aoanillos, puesto que can† es un homomorsmo de omóna-
das. De auerdo on la Proposiión 2.1, el funtor de omparaión−⊗BΣ : ModB → ComodC
tiene un adjunto por la dereha, que, sobre un Comódulo por la dereha (X, ̺X), está
denida omo el igualador en ModB del par (αX , ̺X ⊗A Σ
†). Un senillo álulo muestra
que, en el presente aso, αX = X ⊗A αΣ† , donde
αΣ† = (can
†
A ⊗A Σ
†) ◦ ηΣ† (34)
De los diagramas (2) deduimos inmediatamente que (Σ†, αΣ†) es un C − Bbiomódulo.
De esta manera, el funtor denido en la Proposiión 2.1 es un produto otensor, ya que
está denido por el igualador
XCΣ
† // X ⊗A Σ
†
X⊗AαΣ† //
̺X⊗AΣ
†
// X ⊗A C⊗A Σ
†
(35)
De la Proposiión 2.1 y el Teorema 2.5 deduimos, pues:
Teorema 3.3. [13℄ Sea C un Aoanillo y Σ un B − Comódulo, rme omo Bmódulo
por la izquierda. Si ι : B → Σ⊗AΣ
∗
es un homomorsmo de Banillos, entones el funtor
−⊗B Σ : ModB → ComodC tiene omo adjunto por la dereha al funtor produto otensor
−CΣ
† : ComodC → ModB. Este funtor es el y pleno si, y sólo si, can
†
A : Σ
†⊗B Σ→ C es
un isomorsmo de Aoanillos y − ⊗B Σ : ModB → ModA preserva los igualadores de la
forma (35).
El Teorema 2.6 da en la presente situaión:
Teorema 3.4. Sea C un Aoanillo y Σ un B − Comódulo, rme omo Bmódulo por
la izquierda. Si ι : B → Σ ⊗A Σ
∗
es un homomorsmo de Banillos, entones el funtor
−⊗BΣ : ModB → ComodC es una equivalenia de ategorías si, y sólo si, can
†
A : Σ
†⊗BΣ→
C es un isomorsmo de Aoanillos y − ⊗B Σ : ModB → ModA reeja isomorsmos y
preserva los igualadores de la forma (35).
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Observaión 3.5. Cuando tanto A omo B son anillos on uno, y Σ es nitamente ge-
nerado y proyetivo omo Amódulo por la dereha, entones Σ ⊗A Σ
∗ ∼= End(ΣA) e
ι : B → End(ΣA) no es sino el homomorsmo que lleva ada b ∈ B en el endomors-
mo multipliaión por b. De heho, podemos tomar B = End(ΣC). Esta es la situaión
onsiderada en [11, Setion 3℄. Cuando Σ = A, ada estrutura de Comódulo está de-
terminada por un elemento omo de grupo g ∈ C, y tenemos la situaión estudiada en
[4, Setion 5℄. Cuando canA es un isomorsmo, se die en [11℄ o [4℄, respetivamente, que
C es un oanillo de Galois (Σ ó g se sobrentienden), o que Σ es un Comódulo de Galois
[6℄. El oanillo Σ∗ ⊗B Σ se suele llamar oanillo de omatries.
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